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3D FE-Analyse eines magnetoquasistationären
Problems im Frequenzbereich

Elias Büchner, Philipp Godbersen und Andre Klunker

Zusammenfassung—In dieser Arbeit wird ein Ansatz zur
Berechnung des magnetoquasistationären Problems im Frequenz-
bereich unter Anregung vorgestellt. Ausgehend von einer Git-
tergenerierung in Gmsh wird in MATLAB eine räumliche Dis-
kretisierung mittels Finite-Elemente-Methode (FEM) auf Basis
von Kantenelementen erster Ordnung durchgeführt. Eine Her-
ausforderung stellt hierbei die Implementierung der Anregung
dar, welche volumenbasiert aufgebracht wird. Philipp

I. EINFÜHRUNG

Z IEL dieser Arbeit ist die Berechnung eines magneto-
quasistationären Problems unter Anregung mittels eines

selbst entwickelten MATLAB [1] FEM-Codes zum besseren
Verständnis der Elektrodynamik. Als erster Ansatz dient eine
bestehende Arbeit in der eine dreidimensionale Kavität mit
der FEM modelliert wird [2]. Die Autoren verwenden für die
Berechnung der homogenen Wellengleichung Kantenelemente
und beschreiben den Aufbau der zugehörigen Matrizen für
den Lösungsansatz. Der wesentliche Unterschied zu dem hier
im Frequenzbereich betrachteten Problem ist, dass diese keine
Anregung betrachten und somit ein Eigenwertproblem lösen.

Als neuer Beitrag wird in der vorliegenden Arbeit eine Anre-
gung des Systems implementiert. Dazu werden in Abschnitt II
zunächst die Gleichungen in das benötigte Format gebracht
und die Diskretisierung mit der FEM erläutert.

Zur Implementierung (Abschnitt III) werden geeignete
Rechengitter erstellt (III-A), wozu das freie Programm Gmsh
verwendet wird [3]. Der Fokus liegt zunächst auf der erfolgrei-
chen Umsetzung, so dass nur einfache Geometrien betrachtet
werden. Zur späteren qualitativen Beurteilung bietet sich dabei
ein einfacher Rundleiter an. Eine Schemadarstellung ist in
Abb. 1 zu finden. Hervorzuheben ist hier der Ansatz zur
Implementierung der Anregung im Volumen, welche auf einer
topologisch definierten Trennung des Rundleiters in angeregte
(grau) und nicht angeregte Teilvolumina basiert.

Darauf folgt die Implementierung in MATLAB (III-B)
sowie zum Vergleich mit bereits vorhandenen FEM-Lösern
eine Implementierung in FEniCS [4] (III-C). Dies stellt sehr
leistungsfähige Löser über ein Python Frontend bereit. Die so
gewonnenen Ergebnisse werden in Abschnitt IV thematisiert.
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II. THEORETISCHE VORBETRACHTUNGEN

Grundlage zur Berechnung stellen die MAXWELLschen
Gleichungen in differentieller Form dar, welche durch Ver-
nachlässigung der Verschiebungsstromdichte in die magne-
toquasistationäre Formulierung überführt werden [5, S. 17].
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A. Gleichungen und Randbedingungen

In den Feldgrößen Ẽ(r, t) und B̃(r, t) im Zeitbereich ausge-
drückt lauten die für die Magnetoquasistationarität wesentlichen
MAXWELL-Gleichungen

∇× 1

µ0
B̃ = J̃ , ∇ · B̃ = 0, ∇× Ẽ +

∂B̃

∂t
= 0 . (1)

Hierbei ist µ0 ∈ R+ die magnetische Vakuumpermeabilität. Im
Folgenden werden die Gln. (1) im Frequenzbereich ( ∂∂t → jω),
mit ω als Kreisfrequenz, betrachtet. Zudem werden das Vektor-
potential Ã(r, t) über B̃ := ∇× Ã und das skalare Potential
φ, definiert als ∇φ = E + jωA, eingeführt. Hierbei wird
die COULOMB-Eichung verwendet. So entsteht die partielle
Differentialgleichung der Form

∇× 1

µ
∇×A + jωA = J src − σ∇φ , (2)

wobei Größen ohne Tilden rein ortsabhängige Feldgrößen
(Phasoren) kennzeichnen. Hierbei ist σ ∈ R+ die elektrische
Leitfähigkeit. Die Quellstromdichte J src wird in einem Volu-
men am Rand von Ω1 vorgegeben. Der Rand des Rechenge-
bietes, welches die den Leiter umgebende Luft einschließt ist
perfekt leitend (PEC, vgl. Abb. 1).

Um die für die Diskretisierung mittels FEM notwendige
schwache Formulierung zu erhalten, wird Gl. (2) mit der
Testfunktion δA skalar multipliziert und über das Rechengebiet
Ω = Ω1 ∪ Ω2 integriert. Nach geeigneter Umformung entsteht∫

Ω

1

µ
(∇× δA) · (∇×A)dV+ (I)

. . . jω

∫
Ω

δA · σAdV (II)

=

∫
Ω

δA · (J src − σ∇φ)dV. (III)

(3)
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Ω2,
∂Ω2: PEC,
σ = 0, µ0

∂Ω1: PEC

Leiter Ω1,
Anregung ω > 0,
σ > 0, µ0

∂Ω1: PEC

Anregung im Volumen

Abbildung 1. Schemadarstellung des untersuchten Systems
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B. Diskretisierung mittels Finite-Elemente-Methode (FEM)

Die Ortsdiskretisierung der partiellen Differentialgleichung
erfolgt durch die FEM auf Basis der schwachen Formulie-
rung (3). Zunächst soll auf die verwendeten Ansatzfunktionen
eingegangen werden. Im Anschluss wird die diskrete Form
vorgestellt.

1) Kantenelemente erster Ordnung: Zur Diskretisierung
der schwachen Formulierung mithilfe der FEM nach dem
GALERKIN-Ansatz werden Kantenelemente erster Ordnung1

verwendet. Im Gegensatz zu knotenbasierten Elementtypen wie
den LAGRANGE-Elementen, die jedem der vier Knoten eines
Tetraeders jeweils drei Komponenten des gesuchten Vektorfel-
des in einer kartesischen Basis zuordnen, wird hier jeder der
sechs Kanten eines Tetraeders ein Vektorfeld zugeordnet.

Durch die Reduktion von zwölf auf sechs Freiheitsgrade
in einem Tetraeder werden Sprünge von Feldgrößen in Nor-
malenrichtung zugelassen. Es kann gezeigt werden, dass die
approximative Lösung der Wellengleichung mit LAGRANGE-
Elementen zu unphysikalischen Lösungen führt [6]. Ferner
wird die Einhaltung topologischer Konsistenzbedingungen
der Näherungslösung durch die Exact-Sequence-Eigenschaft
sichergestellt [7]. Es lassen sich zahlreiche weitere Vorteile
dieses Elementtyps für die Simulation elektromagnetischer
Wellenprobleme aufzählen [8].

Für Kantenelemente erster Ordnung hat das darzustellende
Vektorfeld A innerhalb eines Tetraeders die Gestalt

ATet :=

j=4∑
i<j=2

Aijwij , (4)

wobei das über die baryzentrischen Funktionen λi definierte
Vektorfeld

wij := λi∇λj − λj∇λi (5)

der Kante zwischen Knoten i und Knoten j zugeordnet ist.
Zur Veranschaulichung sei auf Abb. 2 verwiesen, in welcher
beispielhaft das Vektorfeld w23 dargestellt ist.
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Abbildung 2. Kantenelemente – Darstellung des Vektorfeldes w23

2) Räumliche Diskretisierung: Eine Diskretisierung mit
dem GALERKIN-Ansatz, also der Darstellung sowohl des
gesuchten Feldes als auch der Testfunktionen mit Hilfe der
Kantenvektorfelder in Gl. (5) liefert nach Einsetzen in die
schwache Formulierung in Gl. (3):

(K + ωM)u = b . (6)

1auch NÉDÉLEC-Elemente oder WHITNEY-Elemente genannt

Die Steifigkeitsmatrix K entsteht aus Zeile (I), die Massen-
matrix M aus Zeile (II) und die rechte Seite b aus Zeile
(III) in Gl. (3) durch analytische Berechnung der auftretenden
Integrale [2]. Die Systemmatrix K + ωM ist dünnbesetzt und
HERMITEsch. Der Lösungsvektor u enthält die Koeffizienten
der Ansatzfelder nach Gl. (5) für jede Kante des Gitters,
sodass sich die gesamte Lösung aus mit den entsprechendenden
Koeffizienten aus u gewichtete Summe der Ansatzfelder über
alle Kanten bildet. Andre

C. Skin-Effekt

Der Skin-Effekt, auch genannt Stromverdrängungseffekt,
beschreibt das Phänomen, dass bei einem bestimmten Abstand
vom Leiterrand aus gemessen die Stromdichte auf das 1/e -fache
ihres Betrags am Außenrand abfällt [9]. Hierbei wird die Skin-
Eindringtiefe δ :=

√
2/σµ0µrω als charakteristische Größe.
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III. IMPLEMENTIERUNG

Strukturell lassen sich im vorliegenden Projekt drei Ar-
beitsbereiche identifizieren, welche einander teils bedingen.
Zunächst erfolgt die Gittergenerierung mit anschließender
geeigneter Formatierung (s. Abschnitt III-A). Hier werden
topologische Informationen gespeichert, die beispielsweise zur
Implementierung der Anregung oder der Randbedingungen
wichtig sind. Darauf aufbauend können FE-Matrizen und rechte
Seite in MATLAB aufgestellt werden (s. Abschnitt III-B).
Parallel lässt sich dasselbe Gitter zur Berechnung von Ver-
gleichslösungen mit FEniCS verwenden (s. Abschnitt III-C).
Abb. 3 stellt die Vorgehensweise in einem Flussdiagramm dar.
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Abbildung 3. Flussdiagramm über Arbeitsschritte bei der Simulation

A. Gittergenerierung

Um Berechnungen durchzuführen muss zunächst die
gewählte Geometrie (Abschnitt I) umgesetzt und ein darauf
basierendes Rechengitter erstellt werden. Hierzu wird das freie
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Programm Gmsh verwendet, das insbesondere für einfache
Geometrien eine schnelle Modellierung erlaubt. Dies ist in
Abb. 3 im Flussdiagramm dargestellt. Das generierte Rechen-
gitter lässt sich in Form einer ASCII .msh-Datei für die weitere
Verwendung in MATLAB speichern.

In einem zweiten Schritt werden die Rohdaten des Re-
chengitters aus der Datei in MATLAB importiert. Die Daten
bestehen aus einer Auflistung aller Punkte mit ihren jeweiligen
Koordinaten sowie verschiedenen Listen von elements. Darunter
fallen vor allem die Tetraederelemente als Liste der zu einem
Element gehörigen Punkte. Weiterhin schließen die elements
wenn Oberflächen der Geometrie markiert wurden auch eine
Liste der markierten Dreieckselemente mit ihren dazugehörigen
Punkten sowie dem jeweiligen tag ein. Insbesondere gehört
dazu allerdings nicht eine Liste aller Dreieckselemente der
Tetraeder. Die elements werden in MATLAB importiert und
zur weiteren Verwendung im FEM-Code aufbereitet. Zwar
sind die Zuordnungen der Elemente zu Punkten bekannt, es
müssen allerdings zusätzlich noch Oberflächen und Kanten,
sowie deren Zugehörigkeiten zueinander bestimmt werden.

Abbildung 4. Verwendetes Rechengitter

Der letzte Schritt ist die Zuordnung der in Gmsh vorge-
gebenen topologischen Informationen. Im Fall der Volumen-
markierungen lässt sich dies leicht aus der ausgegebenen
Datei entnehmen. Zusätzlich werden für die Umsetzung der
Randbedingungen noch die in Gmsh markierten Flächen
benötigt. Dies ist mit erhöhtem Aufwand verbunden da keine
sofortige Zuordnung zu den aus der Gmsh-Datei extrahierten
Tetraederflächen möglich ist. Es müssen die in MATLAB zu
markierenden Tetraederflächen aus der Liste aller Flächen des
Rechengitters gesucht werden. Für sehr große Rechengitter
könnte dies ein begrenzender Faktor sein. Philipp

B. Implementierung in MATLAB

Das Aufstellen der Systemmatrix K + ωM (vgl. Gl. (6))
für ein importiertes Gitter erfolgt in MATLAB auf Basis
eines am Fachgebiet entwickelten Programms zur Simulation
der anregungsfreien Wellengleichung nach [2]. Im ersten
Schritt erfolgt die Vektorisierung des vorliegenden Quell-
codes. Weiterhin erfolgt eine Erweiterung des Quellcodes
durch Verwendung der bei der Gittergenerierung hinterlegten
topologischen Informationen, um verschiedene Materialien wie
Luft und Leiter zu realisieren, Randbedingungen zu formulieren,
und die Anregung im Volumen zu implementieren (s. Abb. 1).

Knoten im Inneren α12 α13 α14 α23 α24 α34

1 −1 −1 −1 0 0 0
2 1 0 −1 0 −1 0
3 0 1 0 1 0 −1
4 0 0 1 0 1 1

Tabelle I
KOEFFIZIENTEN ZUR DARSTELLUNG DER ANREGUNGSSTROMDICHTE IN

JEDEM ELEMENT

Die Anregungsstromdichte J src ist in jedem Element, das
mindestens eine Randfläche am Leiterrand hat verschieden
von null und zeigt homogen verteilt in Leiterrichtung. In den
entsprechenden Elementen wird hierzu wird die Stromdichte
als Linearkombination der Kantenansatzfelder nach Gl. (5)
dargestellt. Dabei wird ausgenutzt, dass die Gradienten der
baryzentrischen Funktionen λi jeweils senkrecht auf der dem
Knoten i gegenüberliegenden Tetraederfläche stehen. Der
Normierungsfaktor 3V , wobei V das Volumen des Tetraeders
ist, stellt dann die korrekte Größe der Stromdichte sicher.
Zusammengefasst ergibt sich folgende Darstellung für die
Anregungsstromdichte:

JTet = Ja3V

4∑
i<j=2

αijwij , (7)

wobei die Koeffizienten αij gemäß Tab. I gewählt werden. Die
Größe Ja ist hierbei der Betrag der vorgegebenen Stromdichte.
Wird die Darstellung in Gl. (7) in der schwachen Formulierung
in Gl. (3) genutzt, so ergibt sich die rechte Seite in Gl. (6),
welche direkt während des Matrizen-Assembly aufgestellt
werden kann. Andre

C. Umsetzung in FEniCS

FEniCS ist eine Open-Source-Software-Bibliothek, zur au-
tomatisierten Lösung schwacher Formulierungen mithilfe der
FEM. Im Folgenden wird das System aus Abb. 1 betrachtet.
Das in Gmsh erstellte Rechengitter (s. Abb. 4) wird in
FEniCS importiert, wobei auch hier auf die topologischen
Informationen zurückgegriffen werden kann. Als Elemente
werden die in Abschnitt II-B diskutierten NÉDÉLEC-Elemente
verwendet, welche in FEniCS bereits implementiert sind. In
FEniCS muss nur die schwache Formulierung angegeben
werden, die Bildung der Systemmatrizen (s. Gl. (6)) erfolgt
automatisch. Eine Besonderheit ist, dass hier getrennt für
Real- und Imaginärteil gearbeitet werden muss, da FEniCS
keinen Datentyp für komplexen Zahlen unterstützt. Hierbei
muss auf die korrekte Umsetzung des Standardskalarproduktes
für komplexe Funktionen geachtet werden. Elias

IV. ERGEBNISSE UND BEWERTUNG

A. Ergebnisse des MATLAB-Programms

Leider können keine zufriedenstellenden Ergebnisse mit
Hilfe des MATLAB-Programms bestimmt werden. Die
Näherungslösung für das Vektorpotential A weist wider Erwar-
ten keine klare Ausrichtung entlang des Leiters auf sondern
wirkt in der Orientierung beinahe verrauscht. Die Konditions-
zahl der Systemmatrix K+ωM ist mit Größenordnungen von
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(a) Reelle z-Komponente der Stromdichte J über den Zylinderquerschnitt x für zwei
verschiedene Frequenzen f1 = 7 · 103/(2π)Hz und f2 = 8 · 105/(2π)Hz, der
Durchmesser des Leiters ist d = 2mm
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(b) Querschnitt des Leiters, z-Komponente der reellen
Stromdichte bei der Frequenz f = 8 · 105/(2π)Hz

Abbildung 5. Simulationsergebnisse mit FEniCS des Systems aus Abb. 1 – Postprocessing mit Paraview [10]

etwa 1010 sehr groß und erklärt den unphysikalischen Charakter
der Lösung. Da die Systemmatrix wie erwartet HERMITEsch
und dünnbesetzt ist, wird nicht davon ausgegangen, dass es sich
um einen groben Implementierungsfehler im Assembly handelt.
Die zuvor angesprochene Berechnung mit FEniCS arbeitet mit
exakt derselben schwachen Formulierung aus Gl. (3) unter
Nutzung derselben Ansatzfunktionen und liefert zufriedenstel-
lende Ergebnisse. Diese Tatsache erschwert es, Vermutungen
für Fehlerquellen und geeignete Lösungsansätze aufzustellen.
Eine lange Fehlersuche unter zusätzlicher Berücksichtigung
anderer Programmelemente wie dem Postprocessing oder der
Implementierung von Randbedingungen und Anregung konnte
die Fehlerquelle nicht aufdecken. Andre

B. Ergebnisse der Simulation mit FEniCS

Für zwei verschiedene Anregefrequenzen ist in Abb. 5a
die z-Komponente der reellen Stromdichte über dem Lei-
terquerschnitt x dargestellt. Der Verlauf ist unsymmetrisch,
da das Rechengitter unsymmetrisch ist. In Abb. 5b ist der
Querschnitt des Zylinders aus Abb. 1 dargestellt. Der Skin-
Effekt (s. Abschnitt II-C) ist erkennbar. Die Divergenz des
Vektorpotentials A und der Stromdichte J integriert über das
Rechengebiet liegt unterhalb der Maschinengenauigkeit, sodass
hier von physikalischer Konsistenz ausgegangen werden kann.

Elias

V. FAZIT

Offensichtlich zeigt das Thema noch viel Potential für wei-
tere Untersuchungen. Da trotz erfolgversprechenden Ansatzes
eine Berechnung in MATLAB zu keinen sinnvollen Ergebnissen
führte, sollte dieser Bereich noch detaillierter betrachtet werden.
Dabei ist vor allem eine genauere Betrachtung der Massen- und
Steifigkeitsmatrizen sowie der rechten Seite im Vergleich zu
bestehenden, zum Beispiel aus FEniCS interessant. Weiterhin
könnte als Ansatz eine gekoppelte Lösung der LAPLACE-
Gleichung für das skalare Potential φ gewählt werden.

Beim Import des Rechengitters ließe sich eine Beschleu-
nigung der Verarbeitung erzielen, insbesondere mit Hinblick
auf die Verwendung von komplexeren bzw. feineren Gittern.
Für die Durchführung von Konvergenzstudien ist dies eine
Voraussetzung.

Die Rechnung in FEniCS erzielt qualitativ physikalisch
sinnvolle Ergebnisse. Hier wäre eine genauere Untersu-
chung in Hinblick auf quantitative Ergebnisse interessant,
insbesondere im Vergleich zu bekannten analytischen Er-
gebnissen oder Berechnungen mit kommerzieller Software.

Andre, Elias und Philipp
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